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［要約］ 

 互いに素な数の個数を返すΦ関数の性質に興味を持ち、ガウス整数において同じように「P関数」と名付けた

新しい関数を定義した。また、この関数を研究し、性質を調べることを目的とした。先行研究や一般的なΦ関

数の拡張においてガウス整数のΦ関数は互いに素なものの個数を表す関数ではないようであったため、自然数

のΦ関数に準拠して、互いに素なものの個数を返す関数を新しく定義した。そこで絶対値が0より大きく引数の

絶対値以下の個数をかえす関数をC関数として、C関数とP関数について成り立つ公式を導出した。さらにP関

数とC関数に関する3つの定理を証明した。導出した定理の中には正の整数でのΦ関数において成り立つものと

類似しているものが存在した。Φ関数と同様の性質がP関数にも存在し、P関数の性質をより高次元に一般化で

きるだろうと考えられ、今後、ガウス整数と自然数の約数や素因数分解などの相違点を考察し、P関数の返す

数として現れない数とその性質やガウス平面上の相対的な素数の分布などを調べることが期待される。 
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１．はじめに 

 私たちは以前からΦ関数の性質や美しさに興味を持ってお

り、その性質について調べていた。その中でガウス整数にお

いてΦ関数を考えるとどのようなものになるのか興味が湧き、

本研究を始めることにした。 

 先行研究について調べてみると、ガウス整数のΦ関数はす

でに考えられていたが、先行研究や一般的にΦ関数の拡張と

されているものにおいては、ガウス整数のΦ関数は互いに素

なものの個数を表す関数ではないようであった。(Catrina A. 

May 2015) 

 そのため、有理整数のΦ関数に準拠して、互いに素なもの

の個数を返す関数について調べることにした。 

 

２．関数の定義 

 0 を除いたガウス整数 z について、ガウス整数における P

関数P(z)を、z と互いに素であり絶対値が 0 より大きく |z| 以

下であるガウス整数の個数と定義して、その関数を導出し，

性質を調べることを目的とする。 

ここで、z を 0 でないガウス整数とし、複素数平面におい

て、原点を中心とした半径 |z| の円が、内部または周上に含む

0 でないガウス整数の個数をC(z)と定義する。 

 また、絶対値が |z| 以下である0でないガウス整数のうち、

z と互いに素であるものの個数をP(z)と定義する。ここでは、

素因数分解において同伴数を同一なものとみなした。 

 

３．定理と公式の導出 

 次に、私たちが本研究で発見し導出した定理や公式とその

証明について記す。 

 

定理 1: 

絶対値が |z| 以下である 0 でないガウス整数 p の倍数の

個数は、絶対値がቚ
௭

௣
ቚ以下である 0 でないガウス整数の個数に

等しい。 

 

証明: 

絶対値が |z| 以下である 0 でないガウス整数 p の倍数は、

少なくとも一方が 0 でない整数 a, b を用いて𝑝ሺ𝑎 ൅ 𝑏𝑖ሻと表

せ|𝑝ሺ𝑎 ൅ 𝑏𝑖ሻ| ൑ |𝑧|を満たす。 

条件式の両辺を |p| で割ることで 

|𝑎 ൅ 𝑏𝑖| ൑ ቚ
௭

௣
ቚ               (1) 

を得る。 

これを満たす (a, b) の組の個数は、絶対値がቚ
௭

௣
ቚ以下である 

0 でないガウス整数の個数に等しい。(証明終) 

 

公式: 

任意のガウス整数 z について、次の式が成り立つ。 

ただし、𝑝ଵ, 𝑝ଶ …𝑝௡を異なるガウス素数、𝑛, 𝑞ଵ,𝑞ଶ … 𝑞௡を自然

数とし、𝑧 ൌ 𝑝ଵ
௤భ𝑝ଶ

௤మ … 𝑝௡
௤೙とする。 
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𝑃ሺ𝑧ሻ ൌ 𝐶ሺ𝑧ሻ ൅෍ቐ ෍ ሺെ1ሻ௞𝐶 ቆ
𝑧

𝑝௜భ𝑝௜మ … 𝑝௜ೖ
ቇ

ଵஸ௜భழ௜మழ⋯ழ௜ೖஸ௡

ቑ

௡

௞ୀଵ

 

(2) 

証明: 

絶対値が |z| 以下で z と互いに素、すなわちどの z の約

数の倍数でもないガウス整数の個数は、 

包除原理と定理 1 より 

𝐶ሺ𝑧ሻ ൅෍ቐ ෍ ሺെ1ሻ௞𝐶 ቆ
𝑧

𝑝௜భ𝑝௜మ … 𝑝௜ೖ
ቇ

ଵஸ௜భழ௜మழ⋯ழ௜ೖஸ௡

ቑ

௡

௞ୀଵ

 

(3) 

と表され、これが P (z) と一致する。(証明終) 

 

定理 2: 

絶対値が |z| 以下である 0 でないガウス整数の個数は、z 

の約数における P 関数の値の総和に等しい。 

 

証明: 

数学的帰納法で示す 

|z| = 1 の場合は明らかに成り立つ。 

𝑧 ൌ 𝑝ଵ
௤భ𝑝ଶ

௤మ … 𝑝௡
௤೙として、絶対値が |z| 未満の全てのガウス整

数に対して成り立つと仮定する。 

ただし、𝑝ଵ,𝑝ଶ … 𝑝௡を異なるガウス素数、𝑛,𝑞ଵ,𝑞ଶ …𝑞௡を自

然数とする。 

P 関数の公式から 

𝑃ሺ𝑧ሻ ൌ 𝐶ሺ𝑧ሻ െ 𝐶 ቀ
௭

௣భ
ቁ െ ⋯െ 𝐶 ቀ

௭

௣೙
ቁ  

൅𝐶 ൬
𝑧

𝑝ଵ𝑝ଶ
൰ ൅⋯൅ 𝐶 ൬

𝑧
𝑝௡ିଵ𝑝௡

൰ െ⋯ 

൅ሺെ1ሻ௡𝐶 ൬
𝑧

𝑝ଵ𝑝ଶ … 𝑝௡
൰ 

(4) 

すなわち 

𝐶ሺ𝑧ሻ ൌ 𝑃ሺ𝑧ሻ ൅ 𝐶 ቀ
௭

௣భ
ቁ ൅ ⋯൅ 𝐶 ቀ

௭

௣೙
ቁ  

െ𝐶 ൬
𝑧

𝑝ଵ𝑝ଶ
൰ െ⋯െ 𝐶 ൬

𝑧
𝑝௡ିଵ𝑝௡

൰ ൅⋯ 

െሺെ1ሻ௡𝐶 ൬
𝑧

𝑝ଵ𝑝ଶ … 𝑝௡
൰ 

(5) 

仮定より、(5) 式の右辺の二項目以降は、z でない z の約

数における P 関数のみの形として表すことができる。 

ここで、𝑍 ൌ 𝑝ଵ
ொభ𝑝ଶ

ொమ … 𝑝௡
ொ೙(0 ൑ 𝑄௞ ൑ 𝑞௞ ,𝑄௞は自然数)とし、

𝑄௞ ൌ 𝑞௞が成り立つような k がちょうど m 個 (0 ൑ 𝑚 ൏ 𝑛) 

あった場合について、(5) 式の右辺における P (z) の係数を考

える。 また、K を、𝑄௞ ൌ 𝑞௞が成り立つ k の集合とする。 

1 ൑ 𝑟 ൑ 𝑛 െ𝑚について、𝐶 ൬
௭

௣ೖభ௣ೖమ…௣ೖೝ
൰を P 関数で表した

ときの P(z) の係数は、 

𝑘ଵ, 𝑘ଶ … 𝑘௥∉K かつ1 ൑ 𝑘ଵ ൏ 𝑘ଶ ൏ ⋯ ൏ 𝑘௥ ൑ 𝑛 を満たす場

合 െሺെ1ሻ௥、その他の場合 0 である。 

したがって𝑘ଵ, 𝑘ଶ …𝑘௥∉K かつ 1 ൑ 𝑘ଵ ൏ 𝑘ଶ ൏ ⋯ ൏ 𝑘௥ ൑ 𝑛

を満たす項は ௡ି௠𝐶௥個あり、1 ൑ 𝑟 ൑ 𝑛 െ𝑚であることに注

意すると、(5) 式の右辺全体におけるP(z)の係数は 

෍ െሺെ1ሻ௥ ௡ି௠𝐶௥

௡ି௠

௥ୀଵ

 

であると求められ、この値は二項定理から 1 である。 

また、P (z) の右辺における係数は 1 であるから、(5) 式の

右辺を z の約数における P 関数の和で表すと、すべての約数

の P 関数が現れ、その係数はすべて 1 であることが示され

た。 

以上より、数学的帰納法から全てのガウス整数について題

意が成り立つ。(証明終) 

 

定理 3: 

絶対値が 0 より大きく |z| 以下である p の倍数の個数は、 

௭

௣
 の約数におけるΦ関数の値の総和に等しい。 

証明: 

定理 1, 2 から明らかである。(証明終) 

 

４．結論 

 ガウス整数の倍数の個数を複素数平面上で可視化できない

か試行錯誤して、定理 1 を発見した。また、包除原理を組み

合わせることで C 関数と P 関数の間に成り立つ公式を導い

た。さらに、この公式の性質について探っていく中で P 関数

とC 関数に関するその他の定理を証明した。 

 そして、発見した定理の中には正の整数でのΦ関数におい

て成り立つ定理と類似しているものが存在した。例えば、あ

るガウス整数の全ての約数についての P 関数の和は、そのガ

ウス整数のC 関数に等しくなるが、これは、ある正の整数の

すべての約数のΦ関数の和が、その正の整数に等しくなると

いう性質に似通っている。このように、Φ関数のある性質が、

P 関数にも働いている。そして、1 次元である Φ 関数に対し

て、P 関数はΦ関数の 2 次元への拡張であると考えられるこ

とを踏まえれば、Φ 関数の性質をより高次元に一般化できる

だろうと考えられる。 

 他にも、ガウス整数と自然数の、約数や素因数分解などの

相違点について考察し、P 関数の返す数として現れない数と

その性質や、ガウス平面上の相対的な素数の分布などについ

てさらに調べたい。 
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